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RisumC. Dans c~tte note, nous montrons qu’un groupe ;t une presentation avec un seul 
positif ssi F I p~s~~~e une prksentation de monoi’de H un relateur. 
Abstract. Ini this note we show that a finitely generated group hns A one-relation 
;t positive relator if and only i, f it has a one relator monoid presentation. 
relateur 
presentation with 
Soit A un ensemble tini et A* le monoi’de libre sur I’ensemble A. Soit R une partie 
fink de A”;. On note {,4; R) le groupe engendre par ,4 a-ret R comme ensemble de 
relateurs. On note [A; R] le monoi’de engendrg par A avec les relations r = I pour 
YE R. 
La definition ci-dessus des prkentations des groupes par g&&ateurs et relations 
n’est pas la definition usuejle puisque d’ordinaire on considkre un ensemble de 
relateurs R c (A u A)” form6 de mats dans lesquels interviennent les inverses des 
ghhteurs. Une prkentation de la forme (A; R) avec R c A* est dite positivcr. Tout 
groupe admet bien entendu une presentation positive en ajoutant au bewin les 
inverses des lettres dans les ghhateurs et les relatlzurs aii correc,pgndants. 
En g&xhal, (A; R) et [A; R] ne sont pas isomorphes. Par example, le groupe 
rst Ie grwpc cyclique infini alors que le monoi’de 
[a, b; ab] 
est le rrzonoi’de hicyclique qul est ismorphe au monoi’de des applications de N dans 
lui-mEtie engendri par les fonctions successeur et prkdecesseur s et p avec la 
convention que p(O) = 0. 
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Par contre, il suffit que le mono’ide A4 = [A; R] soit un groupe pour qu’il soit 
isomorphe au groupe G = {A; R). En effet, on a toujours un morphisme cp de A4 
dans G defini par q(a) = a pour a dans A. Et si M est un groupe, on peut difinir 
un autre morphisme $ de G SW M en posant $(a) = a et (I( a’) = u 03 u est 
l’inverse de u dans M. Ces deux morphismes ont alors inverses I’un de l’autre, et 
G, M sont done isomorphes. 
Le but de cette note est d’itablir le resultat suivant. 
Proposition. Un groupe G u une prhentution (A ; r) de groupe ci un relu teur positif 
ssi il a une prdsentution [A ; s] de monoi’de ci un reluteur. 
La condition est suffisant d’aprts la remarque qui precede I’inonci puisque si 
G=[A;s], on a aussi G=(A;s). La reciproque utilise le resultat Nmentaire 
ci-dessous. 
Lemme. Soit M un monoiiie et soit U le groupe des klkments inversibles de M. Pour 
tous u, v, w duns M on a /‘implication suivunte: 
uv, v c1’ E u =3 u, v, w E u. 
Dkmonstaation. Comme uv et uw sont inversibles, il existe des elements X, _V de M 
tels que 
uvx = xuu = 1 , VW_\ = yvw = I . 
Ainsi xu et ~)r* sont respectivement les inverses a gauche et 5 droite de t‘, d’ou 
.X-u = H’_J’ et v E U. Comme su = wy, on a I = w_v = vsu. Ainsi uvs = U-U = I et douc 
u E U. De la m;me facon, on montre que w E CL Cl 
Preuve de la Proposition. Soit G = {A; r). Montrons d’abord que G admet une 
presentation G = (A; t} oti t commence et finit par la mtme lettre. Soit pour cela a 
la premiere lettre de t et b sa derniere lettre. Si b = a, on pose t = r. Sinon, soit CF: 
i’automorphisme du groupe libre sur A defini par (c(b) = ha et pf(*) = (8 pour toute 
iettre c f a. On pose alors t = q( 4. 
Posons ,4=(a,a,, a2 ,..., a,,). Soit Jj l’automorphisme du groupe libre sur A 
d6fni par 
et II/fa, ) = a, pour I s i s n. I._e groupe G admet la prhewation G = (A: s) aver 
J‘ - &(I). ‘Nous allons verifier que , 
(A; s) = [A; s]. 
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Pour cela, il suffit de verifier que le monoi’de M = [A; y! eft ~:n groupe. Soit U le 
groupe des elements inversibles de M. Posons t = a, ~,a, q - ., d’aprits le Lemme 
en posant u = a, l,, u = a,, w = l,a, que ul, a, t, E U I et dc .K .w a aussi t, E U. On 
obtient ainsi a,, uz, . . . , a,,, a E U. 
Ainsi M = U, d’ou le resultat. 0 
Exemple 1. Soit G = (a, h; bu’h ‘a?. Ce groupe a un relateur est un exempls simple 
d’un groupe qui n&t pas hopfien, c’est-a-dire qu’il exists des quotients prwpres de 
G cgi sont isomorphes a G [3]. On obtient un tel quotient en considkant le 
morphisme dt%ni par 
p(u) = u2, cFllb) = b. 
Ce morphisme est surjectif mais pas injectif car p( [hub ‘, LI]) - I bien que 
ie commutateur [huh ‘, a] # I. 
Le groupe G nest pas residuellement fini car il est bien connu que tout groupe 
residuellement fini et finiment sngendre est hopfen. 
Le groupe G admet une presentation avec un relateur positif. En effet, soit CY 
I’automocphkme (1~ groupe libre sur {a, h} defini par ~(a ) = ah, a( h j = h. On a 
~u(hu% %I’) -- $&ah)‘. On a done G =(LI, h;Ihu)‘(uh)-‘). 
IYaprPs le t,heoreme ci-des:us, le groupe G admet une presentation de monoi’de 
;i un relateur. On a en fait tout simplement 
G =[(I, h:(bu)$Jh)‘] 
puisque le mot s -- (hu )‘( ah)” est de la forme s = has’nh. 
Get exemple repond par la 
existe des groupes ayant une 
sont pas residuellement finis. 
negative a une question poke par Lallement [3]: I1 
presentation de monoi’de a un relateur mais qui ne 
Exemple 2. Soit 121 = [a, b: ubbu]. C‘e monoi’de est en fait un groupe de presentation 
((1, b : ubbu ). 
L’ensemblc .Y des mats de { 11, h}* dont l’image dans h1 est i’elem~nt neutre n’est 
pas une partie algebrique (‘context-free’) de (N, b}*. En efk:. ‘le groupe A4 est un 
groupe qui nest pas libre parce qu’un groupe libre de rang k n’a pas de presentation 
wet k penerateurs et un wlateur non trivial. De pros, le groupe M est sans torsion 
car le relateur nest pas de la forme r” pour n -3 2 (cf. [3]). 
Or, d’apres, un resultat de Muller et Schupp 141, comme R/I est un groupe sans 
torsion, le fait que X soit algibrique impliquerait que M soit un groupe libre. 
Ceci fournit un exemple plus simple que celui de [l] d’une congruence du mono’ide 
like engcndree par une seule relation de la for-me ( r, 1) et dont les ciasses ne sent 
pas algebriques. 
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